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摘要 :通过对单个协变量的带有测量误差的一维结构回归模型中总体平均处理效应的极大似然估

计和拟极大似然估计的随机模拟结果进行比较, 发现这两个公式都不受测量误差的影响, 并且可以

互换使用.当其它误差较小时用两个公式计算结果虽然相差不大,但相比较而言用拟极大似然估计

较好,反之, 当其它误差较大时用极大似然估计较好.
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引言

可交换条件下单个协变量的带有测量误差的多维结构回归模型为

Ytj = At + xtjBt+ Etj ,

X tj = xtj + u tj , j = 1, ,, nt , t= 0, 1,

( x tj , utj , Etj )
S
~ NI [ ( Lx , 0, 0, )

S
, diag( Rx , Rut , RtI n ) ] , t= 0, 1且相互独立,

其中~ NI 表示/服从正态分布且相互独立0, diag( Rx , Rut , RtIn )是对角矩阵, ( x tj , utj , Etj )
S
表示

( xtj , u tj , Etj )的转置, Ytj是第 t 种处理下取得的响应变量的第 j 个观察值, xtj是对应于 Ytj的在协

变量 x 上的度量, X tj是协变量x tj的观察值, utj为测量误差. Ytj , At , Etj均为n 维行向量, Bt 为n 维

行向量,假定 Ytj的每一个分量与x tj之间的真实关系是线性的,线性回归系数构成 Bt , Etj是随机

误差向量x tj , utj的方差Rx , Rut都大于零,且 Rt > 0. 模型中假定,协变量 x 为随机变量, 服从正态

分布 N ( Lx , Rx ) ,而{ x tj , j = 1, ,, n t } , t= 0, 1 为来自同一正态母体 N ( Lx , Rx )的两个独立子

样
[ 1-2]

.

如果对于给定的协变量 x , 在可交换条件下处理 S = 1(相对于 S= 0)的平均处理效应是

ATE= ( A1- A0 ) + Lx ( B1- B0 ) , ( 1)

当 A1 , A0 , Lx , B1 , B0的值给定时就可以计算出总体平均处理效应的真值.

文献[ 3]给出了可交换条件下单个协变量的带有测量误差的一维结构回归模型中总体平均

处理效应当暴露组和对照组的测量误差分布相同时的极大似然估计 Ê = ( Y1- Y0 ) - ( E
1

t= 0
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n1- t

n1+ n0

MX
t
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t

MX
t
X
t

) ( X 1- X 0 ) , t= 0, 1,即模型中 n= 1时总体平均处理效应的估计.本文作者在文献

[ 4]中给出了可交换条件下单个协变量的带有测量误差的多维结构回归模型中总体平均处理效

应暴露组和对照组的测量误差分布相同时的拟极大似然估计 ÊQL = ( Y1 - Y0 ) - ( E
1

t= 0

n1- t

n1+ n0

MX
t
Y
t

MXX
) ( X 1 - X 0 ) ,其中 MX

t
X
t
=

1
n t

E
n
t

j= 1
( X tj - X t )

2
, MXX =

1
n1+ n0 E

1
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n tMX
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t
, MX

t
Y
t
=
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n t

E
n
t

j= 1
( X tj

- X t ) ( Ytj- Yt ) , t= 0, 1. 由于在多维( n \2)时无法求出总体平均处理效应的极大似然估计,即

无法求出模型中某些参数的极大似然估计,只好用其矩估计代替, 最后把求出的估计称为拟极

大似然估计( quas-i maximum like lihood est imators) .事实上, 在求拟极大似然估计时并没有限制 n

\2,即 n 可以取 1.那么对于可交换条件下单个协变更量的带有测量误差的一维结构回归模型

中总体平均处理效应,既可以用极大似然估计也可以用拟极大似然估计去估计它, 从随机模拟

的结果来看,这两个公式各有优点.

1  随机模拟结果之比较

设参数值为: A1= 3. 5, A0= 3. 5, L= 15, B1= 4.6, B0= 4.5, n1= 100, n0= 100.所以有 ATE= 1. 5.

利用计算机进行 100次随机抽样(方法是通过调用 SAS 函数 rannor( seed , z ) , 产生正态随机

变量) ,得到100份样本,每份样本中暴露组与对照组各含 100个个体.分别用极大似然估计公

式和拟极大似然估计公式对样本进行计算,求出总体平均处理效应的估计值 ÊL 和 ÊQL , 然后通

过对误差的变化的控制, 不断重复以上过程, 最后分析结果.表 1~ 7是模拟结果分析(当暴露组

和对照组的测量误差相同时, Rut记为Ru ,即 Ru1= Ru0= Ru ) .

表 1 当 Rx = 10, Rt = 10, t= 0, 1, Ru= 1 时,
由 ÊL 及 ÊQL计算结果之数据分析

表 2 当 Rx = 10, Rt = 10, t= 0, 1, Ru= 10 时,
由 ÊL 及 ÊQL计算结果之数据分析

变量 均值 标准差 标准误 t 值 P 值

ÊL 1. 376 8 1. 497 9 0. 149 8 9. 190 < 0. 000 1
ÊQL 1. 993 8 6. 036 0 0. 603 6 3. 30 0. 001 3

变量 均值 标准差 标准误 t 值 P 值

ÊL 1. 770 0 4. 733 3 0. 473 3 3. 74 0. 000 3
ÊQL 1. 995 7 6. 049 9 0. 605 0 3. 30 0. 001 3

表 3 当 Rx = 10, Rt = 10, t= 0, 1, Ru= 100 时,
由 ÊL 及 ÊQL计算结果之数据分析

表 4 当 Rx = 1, Rt = 1, t= 0, 1, Ru= 1 时,
由 ÊL 及 ÊQL计算结果之数据分析

变量 均值 标准差 标准误 t 值 P 值

ÊL 2. 007 0 6. 070 1 0. 607 0 3. 31 0. 001 3

ÊQL 1. 997 0 6. 062 9 0. 606 3 3. 29 0. 001 4

变量 均值 标准差 标准误 t 值 P 值

ÊL 1. 527 0 0. 473 3 0. 047 3 32. 26 < 0. 000 1

ÊQL 1. 549 6 0. 605 0 0. 065 0 25. 61 < 0. 000 1

表 5 当 Rx = 1, Rt = 1, t= 0, 1, Ru= 10 时,
由 ÊL 及 ÊQL计算结果之数据分析

表 6 当 Rx = 1, Rt = 1, t= 0, 1, Ru= 100 时,
由 ÊL 及 ÊQL计算结果之数据分析

变量 均值 标准差 标准误 t 值 P 值

ÊL 1. 550 7 0. 607 0 0. 067 0 25. 55 < 0. 000 1

ÊQL 1. 549 7 0. 606 3 0. 060 6 25. 56 < 0. 000 1

变量 均值 标准差 标准误 t 值 P 值

ÊL 1. 549 6 0. 605 0 0. 060 5 25. 61 < 0. 000 1

ÊQL 1. 549 7 0. 606 3 0. 060 6 25. 56 < 0. 000 1

表 7  当 Rx = 5, Rt = 5, t = 0, 1, Ru = 10 时,
由 ÊL 及ÊQL计算结果之数据分析

变量 均值 标准差 标准误 t值 P 值

ÊL 1. 720 4 2. 852 5 0. 285 3 6. 03 < 0. 000 1

ÊQL 1. 748 3 3. 029 0 0. 302 9 5. 77 < 0. 000 1

2  小结

由以上7表可以看出:

1)由两个公式计算出来的总体平均处理
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效应的估计值基本不受测量误差的影响;

2)两个公式可以互换使用;

3)当其它的误差(不同于测量误差的误差)较小时用两个公式计算的结果虽然相差不大,但

相比较而言用拟极大似然估计好些,反之,当其它的误差较大时用极大似然估计好些;

4)在实际计算中应根据非测量误差的大小来选用合适的公式.
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Abstract: In this paper, the comparison is qiven between the random simulation of the maximum likelihood

estimators and the quas-i maximum likelihood est imators of the population-averaged treatment effects in the

one-dimensional structural regression models with one covariate and the measurement errors. It is found that

one of the formulae can be replaced by the other, and they are not influenced by the measurement errors.

When the other errors( that is, they are different from the measurement errors) are little, the results are sim-i

lar when using the two formulae, but the use of the quas-i maximum likelihood estimators is better than the

use of the maximum likelihood estimators. On the contrary, when the other errors are large, the use of the

maximum likelihood estimators is better than that of the quas-i maximum likelihood estimators.

Key words: population-averaged treatment effects; maximum likdlihood estimators; quas-i maximum likel-i

hood estimators; random sampling; measurement error; random simulation; comparison
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